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Fizyka Atomowa i Molekularna, wykład 3-4

Andrzej J. Wojtowicz

3. Korpuskularny charakter promieniowania elektromagnetycznego: 
efekt fotoelektryczny; prostoliniowa zależność prądu fotoelektrycznego od natężenia światła, zależność fotoprądu od częstości światła (częstość progowa), zależność fotoprądu od napięcia przyspieszającego (napięcie hamowania), prostoliniowa zależność napięcia hamowania od częstości (praca wyjścia i częstość progowa, współczynnik nachylenia prostej - stała Plancka), teoria efektu fotoelektrycznego (Einstein, nagroda Nobla 1905, E = hν), wyprowadzenie związku pomiędzy E, m0c2 i pc (E2 = p2c2 + m02c4, trójkąt mnemotechniczny), E = pc dla fotonu, bo masa spoczynkowa m0 = 0 (stąd i z E = hν otrzymuje się p = h/λ, także argument klasyczny dla światła w postaci fali elektromagnetycznej),  rozpraszanie Comptona: weryfikacja wzoru λ = h/p. 

4. Falowy charakter cząstek materialnych: 
hipoteza de Broglie'a (λ = h/p dla cząstek materialnych), doświadczenie Davissona i Germera (rozpraszanie elektronów na próbce skrystalizowanego niklu, interferencja dla odpowiedniego napięcia V, 
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, 
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), doświadczenie Möllenstedta i Dükera (elektrostatyczny bipryzmat), doświadczenie Younga dla cząstek materialnych; potwierdzenie hipotezy de Broglie'a, dualizm falowo-korpuskularny i zasada nieoznaczoności.    

Trójkąt mnemotechniczny dla cząstek relatywistycznych i nierelatywistycznych, pęd fotonu
Z równania na masę relatywistyczną:
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po podniesieniu do kwadratu obu stron i odpowiednich przekształceniach otrzymujemy: 
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Mnożąc obustronnie przez 
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 i uwzględniając równanie na energię całkowitą cząstki 
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wyrażenie, które jest związkiem między energią całkowitą, spoczynkową i pędem cząstki.  W Feynmana Wykładach z fizyki, tom I, rozdz. 17, wyrażenie to jest dyskutowane i interpretowane jako własność czterowektora pędu i energii (pc,E), którego kwadrat długości 



[image: image9.wmf](

)

4

2

0

2

2

c

m

pc

E

=

-
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powinien być (i rzeczywiście jest) niezmiennikiem transformacji Lorentza z jednego układu odniesienia do drugiego.

Wyrażenie (3) jest bardzo często przydatne, warto więc je zapamiętać, w czym pomocny jest tzw. trójkąt mnemotechniczny przestawiony na rysunku.  Przyprostokątne tego trójkąta to energia spoczynkowa m0c2 cząstki i iloczyn pędu i prędkości światła pc.  Przeciwprostokątna to energia całkowita, która jest sumą energii spoczynkowej i energii kinetycznej cząstki (nie ma energii potencjalnej bo nie ma oddziaływań z innymi cząstkami; w rozpatrywanym przypadku mamy tylko jedną cząstkę).  Warto zwrócić uwagę, że poprawne wyrażenie na pęd cząstki jest takie same jak w mechanice nierelatywistycznej (chociaż masa m jest tutaj masą relatywistyczną) ale nie da się w ten sposób poprawić wyrażenia na energię kinetyczną, której postać poprawna relatywistycznie jest następująca:
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Należy podkreślić, że postać energii kinetycznej (5) nie jest równoważna "poprawionemu na masę" wyrażeniu klasycznemu 
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 chociaż dla małych prędkości oba wyrażenia stają się jednakowe.

Wyrażenie (3) jest bardzo pożyteczne, np. dla fotonu, który jest cząstką o masie spoczynkowej równej zeru, mamy:
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skąd, korzystając z wyrażenia na energię fotonu 
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 (efekt fotoelektryczny i promieniowanie ciała doskonale czarnego), otrzymujemy równanie wiążące falowe i korpuskularne wielkości charakteryzujące promieniowanie elektromagnetyczne:
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lub, w postaci podanej przez de Broglie'a dla cząstek materialnych:
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gdzie h jest stałą Plancka.  Korzystając z (6) i (7) otrzymujemy także:
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związek pomiędzy energią fotonu i długością przypisanej do niego fali.
Związek pomiędzy pędem i energią fotonu wynika także z klasycznej teorii światła (równań Maxwella). 

Popychająca siła działająca na elektron ośrodka, w którym rozchodzi się fala e-m jest skutkiem działania pola B fali e-m.  Poprzeczne pole elektryczne powoduje oscylacje ładunku poprzecznie do kierunku rozchodzenia się fali, mamy zatem ładunek poruszający się z pewną prędkością (powiedzmy v) w kierunku pola E zatem prostopadle do pola B. Pojawi się zatem siła F:
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gdzie wykorzystaliśmy związek pola E i B w fali e-m (B = E/c).  Siła F powoduje przekazanie pędu elektronowi:
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(11)
Wyrażenie (10) możemy przedstawić w innej postaci:
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(12)
gdzie FE będzie siłą działającą na elektron, pochodzącą od pola E fali e-m, a v prędkością elektronu.  Ponieważ iloczyn siły i prędkości to moc przekazana elektronowi (czyli zmiana energii W elektronu w czasie), mamy zatem z porównania wyrażeń (11) i (12):
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skąd wynika, że:
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pęd przekazany elektronowi jest równy energii przekazanej elektronowi przez falę e-m podzielonej przez c.  To oznacza, że fala e-m, która niesie energię W niesie także pęd W/c. 

Jeśli zatem energia fotonu wynosi hν to jego pęd, by zachować zgodność z teorią klasyczną, powinien wynosić
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zgodnie z wyrażeniem (7).  Przypisanie fotonowi energii i pędu silnie podkreśla jego „korpuskularne” własności.  Efekt fotoelektryczny potwierdza, że foton niesie energię hν.  Eksperymentalny dowód, że foton rzeczywiście niesie pęd h/λ, pochodzi ze zjawiska Comptona.  
Rozpraszanie (efekt) Comptona

Oryginalne doświadczenie Comptona przeprowadził po raz pierwszy Compton w 1923 roku używając promieniowania X (nie gamma) o długości fali 0.071 nm (linia Kα molibdenu), które rozpraszano na tarczy węglowej i analizowano przy pomocy spektrometru krystalicznego.  Umożliwiło to obserwowanie widma rozpraszanego promieniowania, które zawierało linię niezmodyfikowaną (interpretowalną klasycznie, tzn. falowo, tak jak w przypadku światła, tzw rozpraszanie sprężyste albo spójne (często nazywane rozpraszaniem Thomsona), Feynman, tom I, cz. 2, rozdz. 32.5), ale także linię zmodyfikowaną, dla której zmierzona długość fali zależała od kąta obserwacji α.  W tym drugim przypadku bardzo dobrą zgodność z doświadczeniem uzyskuje się przyjmując, że zmodyfikowana linia powstaje podczas rozpraszania fotonów promieniowania X na swobodnych elektronach tarczy zgodnie z zasadą zachowania pędu i energii.  Oczywiście fotonom przypisujemy energię i pęd, tak jak cząstkom materialnym. 
Wyprowadzenie wzoru na długość linii zmodyfikowanej
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Rys. Rozpraszanie Comptona fotonu X na elektronie.  Pokazana sytuacja przed i po rozproszeniu.
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Rys. Zasada zachowania pędu:

Z zasady zachowania pędu (wykorzystując tzw wzór cosinusów):
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Rys. Trójkąt mnemotechniczny dla elektronu po rozproszeniu fotonu X

a z trójkąta mnemotechnicznego dla elektronu po rozproszeniu:
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.
(2)

Porównując (1) i (2) otrzymujemy:
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Po przekształceniu:
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gdzie wielkość 
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 o wymiarze długości, jest tzw. komptonowską długością fali elektronu o wartości 0.002426 nm.

Hipoteza de’ Broglie’a i związek pomiędzy długością fali,
a napięciem przyspieszającym dla cząstek naładowanych
Dla cząstek materialnych de Broglie zaproponował następującą relację pomiędzy pędem cząstki i długością stowarzyszonej z nią fali:
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(5)
Dla fal elektromagnetycznych i fotonów mieliśmy:
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(6)
i jak widać wzór de’Broglie’a to proste przeniesienie relacji obowiązujących dla fotonów na cząstki materialne.  Dążymy zatem do przypisania cząstkom materialnym fal, które będą miały taką samą postać jak fale elektromagnetyczne (skoro dla cząstek materialnych obserwujemy interferencję i dyfrakcję, tak samo jak dla światła, przykłady niżej).  Fizyczne znaczenie tych fal; przedstawiają one tzw. amplitudę prawdopodobieństwa, która jest opisana, przynajmniej dla cząstek materialnych o ściśle określonej energii, takim samym wyrażeniem jak fala e-m, koniecznie przeczytajcie jeden, lepiej dwa pierwsze rozdziały Feynmana t. 3, żeby zrozumieć (dowiedzieć się), o co chodzi z tymi amplitudami (to jest bardzo ważne, bo to stanowi podstawy mechaniki kwantowej). 

Dla cząstek nierelatywistycznych 
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(6)
Napięcie V jest w tym wzorze wyrażone w woltach, a długość fali w angstremach.
Dla cząstek relatywistycznych, korzystając z relacji danej trójkątem mnemotechnicznym mamy:
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a ponieważ 
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(8)

Warto zwrócić uwagę, że obie relacje (6) i (8) mogą być sprawdzone eksperymentalnie.  Poniżej podajemy dwa przykłady takich eksperymentów, eksperymentów, w których obserwujemy interferencję a więc można z nich wyznaczyć długość fali amplitudy prawdopodobieństwa.
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Przykład I, elektrostatyczny bipryzmat Fresnela
Rys. Interferencja elektronów pochodzących z dwóch pozornych źródeł elektronów.  Prążki interferencyjne obserwujemy dla odpowiednio dobranego napięcia przyspieszającego (długość fali przypisanej elektronowi) I napięcia odchylającego przyłożonego do włókna kwarcowego umieszczonego w środku pomiędzy dwoma uziemionymi przeciwelektrodami.  Prążki obserwujemy niezależnie od szybkości emisji elektronów ze źródła elektronów (interferują fale odpowiadające każdemu po kolei pojedynczemu elektronowi)..
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Przykład II, doświadczenie Davissona i Germera
Rys. Ideowy schemat eksperymentu, w którym od kryształu N rozpraszana jest wiązka elektronów o różnej długości fali i hipotetyczne krzywe obrazujące kątową zależność liczby odbitych elektronów.  Dla napięcia odpowiadającego długości fali, dla której zachodzi interferencja, obserwujemy silny wzrost liczby elektronów rozpraszanych w pewnym kierunku.

Doświadczenie Younga dla fotonów i cząstek materialnych;
dualizm korpuskularno-falowy, zasada nieoznaczoności
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Rys.  Fotony lub cząstki materialne (np. elektrony) padają na pojedynczą szczelinę o szerokości a.  Na ekranie obserwujemy rozkład padających cząstek otrzymany przy pomocy licznika fotonów (lub cząstek).  Przedstawiona schematycznie gładka krzywa jest wynikiem uśrednienia dużej liczby zliczeń i przedstawia prawdopodobieństwo zarejestrowania fotonu (lub cząstki) w danym punkcie ekranu.  W pokazanym obrazie dyfrakcyjnym uwzględniono tylko prążek główny ze względu na znacznie mniejszy wkład prążków bocznych.
Przedstawiony schematycznie na rysunku wynik dla pojedynczej szczeliny, w którym obraz na ekranie charakteryzuje się szerokością zależną od szerokości otworu a i długości fali fotonu (lub cząstki) λ należy traktować jako wynik doświadczenia.  Wytłumaczenie opiera się na wykorzystaniu obrazu falowego; ugięcie fali (opisującej amplitudę prawdopodobieństwa) na pojedynczej szczelinie powoduje pojawienie się obrazu dyfrakcyjnego na ekranie, schematycznie pokazanego na rysunku.  Oznacza to, że niepewność poprzecznego pędu fotonu (lub cząstki) po przejściu przez szczelinę wyniesie 
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 więc ostatecznie musi zachodzić: 
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Zasada nieoznaczoności musi być spełniona gdyż w przeciwnym wypadku otrzymalibyśmy niezgodność z wynikiem doświadczenia.  Dokładniejsze określenie położenia fotonu lub cząstki, np poprzez zasłonięcie części szczeliny, musiałoby spowodować poszerzenie prążka dyfrakcyjnego, w konsekwencji wzrost niepewności poprzecznego pędu fotonu lub cząstki.

Przypadek dwóch szczelin, omawiany w podręcznikach (zobacz Feynman) i pokazany na rysunku poniżej, jest bardzo podobny, choć może nawet bardziej przekonujący.  Podobnie jak dla pojedynczej szczeliny wystąpienie obrazu dyfrakcyjnego, dla dwóch szczelin wystąpienie obrazu interferencyjnego jest uwarunkowane brakiem informacji o tym, przez która szczelinę przeszedł foton (lub cząstka); jeśli poprzez wykonanie odpowiedniej obserwacji (eksperymentu) taką wiedzą dysponujemy, obraz interferencyjny nie wystąpi.  Warto może wspomnieć, że eksperyment z dwoma szczelinami został przeprowadzony dla atomów He, Carnal, Mlynek Phys. Rev. Lett. 66 (1991) 2689 i Kurtsiefer, Pfau, Mlynek, Nature 386 (1997) 150.
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Rys.  Fotony lub cząstki materialne (np. elektrony) padają na układ dwóch szczelin odległych o D.  Na ekranie obserwujemy charakterystyczny dla doświadczenia Younga rozkład padających fotonów (cząstek), zarejestrowanych przy pomocy licznika fotonów (lub cząstek).  Przedstawiony schematycznie układ prążków jest wynikiem uśrednienia dużej liczby zliczeń i przedstawia prawdopodobieństwo zarejestrowania fotonu (lub cząstki) w danym punkcie ekranu.
Warunkiem otrzymania prążków interferencyjnych jest z jednej strony nieoznaczoność położenia fotonu (cząstki) w momencie przechodzenia przez szczeliny, 
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, z drugiej strony niepewność co do kierunku pędu fotonu (cząstki) nie może przekraczać szerokości pojedynczego prążka (gdyż zniknąłby obraz interferencyjny), 
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 z teorii falowej.  Niepewność ta jest oczywiście równa także 
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; gdzie druga część jest znanym (i wyprowadzonym wcześniej) związkiem pomiędzy pędem i długością fali, spełnioną zarówno przez fale elektromagnetyczne jak i cząstki materialne (równanie de Broglie'a).  Wykorzystując powyższe zależności mamy:
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Zasada nieoznaczoności Heisenberga ratuje mechanikę kwantową.  Gdyby nie była ona spełniona byłoby możliwe wykonanie doświadczenia, w którym jednocześnie określilibyśmy dokładnie położenie i pęd cząstki lub fotonu; tymczasem do tej pory nikt takiego doświadczenia nie wykonał i, jak na razie, wierzymy, że nie jest to możliwe, czyli zasada nieoznaczoności musi obowiązywać.

ZADANIA do wykładów 3-4 (wybór z podręcznika Enge, Wehr, Richards, Wstęp do fizyki atomowej)

1. Dla pewnej powierzchni fotoelektrycznej oświetlonej światłem o różnych długościach fali λ zmierzono odpowiadające im wartości napięcia hamowania VS:
długość fali λ [nm]
VS, napięcie hamowania
366 nm

1.48
405 nm

1.15
436 nm

0.93
492 nm

0.62
546 nm

0.36
579 nm

0.24
Przedstaw graficznie zależność napięcia hamowania od częstości światła.  Wyznacz a) częstość progową, b) progową długość fali, c) pracę wyjścia dla danego materiału i d) wartość stałej Plancka h (wartość e i c przyjmujemy jako znaną; 1.6 10-19 C, 3.0 108 m/s, odpowiednio).

2. Praca wyjścia dla potasu równa jest 2.0 eV.  Oblicz a) napięcie hamowania, b) wyrażoną w eV maksymalną energię kinetyczną fotoelektronów i c) prędkość tych elektronów, jeśli na powierzchnię fotokatody pokrytej warstwą potasu pada światło o długości fali 360 nm.

3. O ile zmieni się napięcie hamowania dla wyemitowanych z powierzchni fotoelektronów przy zmniejszeniu długości fali z 400 nm do 398 nm.  (Przyjmujemy, że zmiana długości fali jest na tyle mała, że można ją potraktować jako różniczkę.)

4. Progowa długość fali dla emisji fotoelektrycznej z danego materiału wynosi 652.5 nm.  Oblicz napięcie hamowani przy oświetleniu tego materiału a) światłem o długości fali 400 nm, b) światłem o podwójnej częstości i trzykrotnie większym natężeniu niż wymienione w poprzednim punkcie. c) Jakie byłyby odpowiedzi na pytania a) i b) przy użyciu materiału o dwukrotnie większej wartości pracy wyjścia?

5. Swiatło o długości fali 400 nm uwalnia fotoelektrony z pewnego materiału.  Elektrony te wchodzą następnie w obszar jednorodnego pola magnetycznego o indukcji 10-4 T.  Elektrony poruszają się prostopadle do linii pola, zakreślają zatem tory kołowe.  Największy tor kołowy ma promień 5.14 cm.  Oblicz pracę wyjścia dla tego materiału.

6. Powierzchnia oświetlona jest światłem monochromatycznym o zmiennej długości fali.  Dla fal dłuższych niż 500 nm nie obserwuje się wyemitowanych z powierzchni fotoelektronów.  Dla pewnej nieznanej długości fali napięcie hamowania wynosi 3 V.  Wyznacz tę długość fali.

7. Fotony promieniowania X o długości fali 0.0712 nm (katoda Mo) doznają zderzeń komptonowskich w tarczy węglowej.  O ile zmienia się długość fali linii dla rozproszenia pod kątem 90º, jeśli rozpraszającą cząstką jest a) elektron, b) cały atom węgla.

8. Oblicz względną zmianę długości fali (Δλ/λ) promieniowana rozproszonego w bloku grafitowym pod kątem 90º dla następujących kwantów padających: a) promienie gamma wysyłane przez kobalt, λ = 1.06 10-3 nm, b) promienie X wysyłane przez molibden, λ = 0.0712 nm, c) światło widzialne, λ = 500 nm, przy założeniu, że elektron nie jest związany z atomem węgla.  d) Zaniedbana poprzednio energia wiązania wynosi w rzeczywistości 4 eV.  Jaka będzie odpowiedź na poprzednie pytania, jeśli ta energia wiązania zostanie uwzględniona? e) Przeanalizuj możliwości rozdzielenia dwóch fal w wiązce zawierającej promieniowanie padające i rozproszone dla każdego z powyższych przypadków.

9. Kwant promieniowania X o długości fali 0.015 nm doznaje zderzenia komptonowskiego i rozproszony zostaje pod kątem 37º.  a) Jakie są wartości energii padającego i rozproszonego fotonu oraz odrzuconego elektronu?  b) Jaki jest pęd każdego z fotonów i elektronu?  

10. Foton o energii E doznaje zderzenia komptonowskiego ze swobodną cząstką o masie spoczynkowej m0.  a) Wykazać, że maksymalna wartość energii kinetycznej odrzutu cząstki jest równa: 
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.  b)  Jaka jest maksymalna wartość energii, która może być przekazana swobodnemu elektronowi w zderzeniu komptonowskim przez foton światła fioletowego (λ = 400 nm)?  Czy światło fioletowe może wybić elektrony z metalu w zderzeniu komptonowskim?

11. Energia atomu wodoru przy przejściu ze staniu n = 2 do stanu n = 1 zmniejsza się o 10.2 eV.  Energia wypromieniowanego fotonu musi być nieco mniejsza niż 10.2 eV, gdyż pewna część energii przejścia idzie na energię kinetyczną odrzutu atomu.  a) Jaki jest pęd odrzuconego atomu wodoru?  b) Jaką część energii 10.2 eVstanowi energia odrzutu atomu?

12. Aparatura do badania rozpraszania komptonowskiego zbudowana jest w taki sposób , że rozproszony foton i odrzucony elektron obserwowane są tylko wtedy, kiedy ich kierunki są wzajemnie prostopadłe.  Wykaż, że w takich warunkach a) długość fali rozproszonych fotonów jest równa: 
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 i b) energia rozproszonych fotonów wynosi 
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13. Wykaż, że długość fali de Broglie'a elektronu przyspieszonego przez różnicę potencjałów V woltów wynosi w angstremach a) 
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 przy podejściu klasycznym i b) 
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 przy podejściu relatywistycznym.

14. Jaka jest długość fali de Broglie'a związanej z elektronem przyspieszonym (od stanu spoczynku) przez różnicę potencjałów a) 100 V, b) 8000 V?

15. Cząstka α (podwójnie zjonizowany atom helu) wyrzucona z jądra atomu radu ma energię kinetyczną 5.78 MeV.  a) Jaka jest długość fali de Broglie'a tej cząstki?  b) Jak się ma ta długość fali do średnicy jądra, równej w przypadku cząstki α około 3 10-15 m?

16. a) Jaki jest pęd fotonu o długości fali 0.002 nm?  b) Jaki jest pęd elektronuo całkowitej energii równej energii takiego fotonu?  c) Jaka jest długość fali de Broglie'a elektronu, o którym mowa w punkcie b)?

17. Oblicz najmniejszą nieoznaczoność w określeniu położenia ciała o masie 2 g i poruszającego się z prędkością 1.5 m/s oraz najmniejszą nieoznaczoność w określeniu położenia elektronu poruszającego się z prędkością 0.5 108 m/s, wiedząc, że nieoznaczoność pędu jest równa w obu przypadkach Δp = 10-3p.

18. Załóżmy, że nieoznaczoność położenia cząstki jest równa długości związanej z nią fali de Broglie'a.  Wykaż, że w takim przypadku nieoznaczoność prędkości cząstki jest równa w przybliżeniu jej prędkości.

19. Chcemy równocześnie zmierzyć długość fali i położenie fotonu.  Załóżmy, że pomiar długości fali dał nam wartość λ = 600 nm, a nasza aparatura pozwala na wyznaczenie λ z dokladnością do jednej milionowej.  Jaka jest najmniejsza nieoznaczoność położenia fotonu?

Wykłady 3 - 4, strona 8
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